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Question I  (6+2=8 points)

Démontrer que: lim ¢* =40 et lime* =0
X

X—rton

Question IL  (0,5+4+3,5=8 points)

Une gouttiére « en forme de V » est formée & partir d’une plaque métallique rectangulaire de 30 cm de
largeur, en pliant celle-ci comme I’indique la figure ci-dessous.

On cherche & déterminer la largeur b en cm et la hauteur / en cm de la gouttiére pour que [’aire de la

coupe transversale de la gouttiére soit maximale.

Iem

b !

I -

-j-“
|
|

1) a) Donner sans justification les valeurs possibles pour 5.

b) Démontrer que I’aire de la coupe transversale en cm? peut s’€crire sous la forme
A(b) :%\/900—52

2) Déterminer la largeur b et la hauteur / de la gouttiére pour que I’aire de la coupe transversale soit

maximale,

Question 1 (3+3+3=9 points)

I) Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) In(x+3)>In(x*+2x—-3)-Inx
b) e —e* <6

2) Démontrer que I’équation e =—1—x n’a aucune solution dans R .

et T
0 %
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Question IV (1+2+2+2+3+2=12 points)

Soit f 1a fonction définie sur R par f(x) = In(e™ +2e™).

On note C; sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O; f,} %

1) Etudier lalimitede f en +oo et -

2) Montrer que pour tout réel X, f(x)=2x+In(1+2e7") et en déduire ’existence d’une asymptote
oblique a Cy en +oo notée d et en donner une équation.

3) Etudier la position de Cy parrapporta d.

4) Trouver une écriture de f qui permet de démontrer que Cr admet une asymptote oblique en —o.

Démontrer I’existence d’une telle asymptote notée d” et en donner une équation.

5) Etudier les variations de fet dresser son tableau de variation.
6) Tracerd, d’ et Cy dans le repére (O; i, /) (unité graphique: 2cm), ainsi que la tangente & Cr au

point d’abscisse x = 0.

Question V. (2+2+1=5 points)

Soit f Ia fonction définie sur J0;-+cf par f(x)=1tan%.

Soit Cr sa courbe représentative dans un repére orthonormal.

1) Donner I’équation de la tangente & C; au point M(a ; f(2)).

2) Existe-t-il un point M(a ; f(a)) tel que la tangente & C; en M passe par I’ origine? Justifier.
3) L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse? Justifier.

« Cr admeét une asymptote horizontale en +co».

Question VI (2+2=4 points)
SO =1

Soit / la fonction définie sur [0;+oof par .
S =xInx-2x+1 si x>0

1) Etudier la dérivabilité de fen 0.
2) Une des courbes ci-dessous représente la fonction £, Laquelle? Justifier.
/. NY AN

Courbe A Coube B

N/
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Question VII (0,5+2+0,5+3=6 points)

1) a) Montrer que pour tout xR, on a: I 5 S m——e =5,
(e +1) e+l (e 41)

£l

b) Calculer I'intégrale : I = j s dx
0 (Bx +I)
2) a) Donner une primitive de Ia fonction S définie sur R par f (x) = ( xe 1)3 .
e +
1 .
b) Caleuler, & I'aide d’une intégration par parties, lintégrale J = | ( - y dx.
ole”+1

Question VIH ¢ poinrs)
Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal (0314, /). Caleuler I'aire de la partie du plan comprise entre
I’axe des abscisses, la courbe représentative de la fonction /> la droite d’équation x = 0 et la droite

d’équation x =2, avec f la fonction définie sur R par f(x)=x"-2x* -x+2,

Question IX (4 points)

£
el

Calcule I’intégrale suivante : { = f sin (h‘l JC) dx
1

Le Commideh - rmement, 3/3



Corrigé — Mathématiques I — Session 2013

Question I
Voir livre p. 90

Question II
1) a)b 6]0;30[

2)

b) Le triangle ABC est rectangle en C

donc par le théoréme de Pythagore on a :
AB* = AC* + BC?

2
<:>152=@J & h* o

bZ
S 225- =}
4
_ 900 — b?
4
\]900—5)2

2

=5

o h= carh>0

b-h_b \900-b> b 5
=y _4\/900 b

Ainsi, A(b)=
n By==

Soit 4 la fonction définie sur ]0; 30[ par A(b)= —3»-\/900 -b*.

Pour tout & e ]0;30[,
A'(B) =i_\/900—bz _

_900-2b
49001
Le signe de 4” dépend du signe de 900 —25° .
900-2b"
49005
< b =450
o b=15J2

b2
44/900—5 }>° ¥'be 30,300

AB)=0s 0

ou b=-152 (aécarter)

Tableau de variation

b 0 {542 30
A®) ||l + 0 -l
A®) |l —7 max ~ |

L’aire de la coupe transversale est maximale lorsque b = ISJE cm et

1, A0, Dot

, pour tout 5 & ]0;30]



Question ITI

1) a) Conditions d’existence :

2)

x+3>0 et x*+2x-3>0 et x>0
&Sx>-3 et xe]—oo;—3[u]1;+ao[0 et x>0
D=]1;+oo[
Vx & |3+, In(x +3) > In(x? +2x—~3)~In x
< In(x+3)+Inx > In(x* +2x-3)
< In(x* +3x) > In(x* +2x - 3)
& a? 4355 x5 4+ 2% -3
< x>-3
8§ = J1; 49
b) e - <6

Posons #=¢**. On obtient alors,

rP—1<6
&SP —t-6<0 (A=251=-2, 1, =3)
<:>te[—2;3]
Ainsi, il faut que
e >-2 et e™ £3
toujours vrai < 2x<In3
@xééé
2
5o Lo 23
2

VxeR, e =-l-xe +x+1=0
Soit / la fonction définie sur R par f(x)=e™ +x+1.

lim f(x)=lim e +x+I=+w
. e (pas nécessaire)
lim f(x)=1lim e™+x+1=lim e"(l+xe"+e‘)=+oo
X—3—c0 X—3—a0 X—>—c0

Pour tout xeR,ona:

' (x)=-"+1

f(xz0=-—e"+120 e <l —x<hla x>0
Tableau de variation

s —0 0 40

S ) ¢ 0 “

f(x)\z/‘f'

Comme f est continue sur R et comme VxeR, 22,
f(x)=0 n’a aucune solution dans R .

Donc I’équation ¢™ =—1—x n’aauncune solution dans R .




Question IV 5
~t s — 0

m —|‘0 ey
1) lim f(x)=lim In(e” +2¢ ") =+0 et lim f(x)= lim In(e™ +2e™) = 40
x40 X—3+4e0 e —— X—y—0o0 X—y—0 ——
—4n0 — 400

2) Pour tout reel x,
F(x)=In(e* +2e™)

=In[ e (1+ 2¢7)]
=In(e”)+In(1+2¢™)
=2x+In(1+2¢™) a0

lim [f(x) —-?_x] = lim In(1+2¢™*)=0  donc Cr admet une A.O. d’éq. y=2x en +oo.
X—3+0 X—yto0 B S

3) fx)-2x=In(1+2s>) 7

In(1+2e™) >0 1422 >1<e™ >0 toujours vrai
Donc pour tout xe R, Cr est au-dessus de d .

3x 3x
4) Pourtoutxe]R,f(x)=In(ez"+2e”f)=ln[2e“(e2 HHZLHZHHII{%HJ

~0

x]il}lw[f(x)h(ln2—x)]=xl_i)n_lh1(%+1}=0

A
donc C; admet une A.O. d’éq. y =Tn2 —x en .

5) PourtoutxeR,

. 2% —2¢” 2(82:: —e‘x)
f (x) v = = 9 — o4 (P\
e +2e e +2e ] Z X €
Le signe de f’dépend du signe de &™ —e™. Or, e —e* 20 ™ 2™ 25> —x <> x>0

Tableau de variation

x —o0 0 +o0
fx) - 0 +
/%) n3= 1,1
6) A Tableau de valeurs

0,5 1 -0,5

1]
—
T
IR
N
p—

X
f(x) =1,3

054

-0.5-




Question V

l-x—(l~i~lnx s
1) Pour tout x €]0;+oof, f'(x) =% . =—
X X
T, :y=fYa)(x-a)+ f(a)
—Ina 1+lna
a1
a a
~Ina l+Ina

2) 0(0;0) €T, & 0="2(0-a)+
a

Inga l1+lna
< 0=—m-+t
a a

_21na+1

=0

Oui, il existe un point M(a ; £ (a)) tel que la tangente a Cy en M passe par I’origine. C’est le point

: 1
d’abscisse — .

Ve

o) e A
b=
D fim Fi= fim 0 - di [1+1—“—"]=0
X—¥y+o2 =400 x X+ x x

~T 4w . ; .
Donc C; admet une agymptote horizontale en +oo. Donc I’affirmation est vraie.

Question VI
0" x—0
_ lim xInx-2x+1-1

x—=0* X

- im xInx—-2x FT
x—0* x
Inx-2
< i *87=2)
x—0* X

= lim (Inx—-2)

x—0"

=—0 Done f n’est pas dérivable en 0.

2) Comme f n’est pas dérivable en 0, C; admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse

x =0, donc la courbe A est la courbe qui représente la fonction I




Question VII

x & e2x+2e"+1—(e2x+e")—e’

1} a) Pourtout xeR,ona: I—ef+1_(er+1)2 = (e"+1)2

b)

:l—in(e+1)+——1-——[-0—ln2+l)
e+l 2

=l—ln(e+l)+L+ln2
2 e+l

2) a) F(x)=-

b) J:J% dx. Posons : U(X)ZX

X

e

(e’ + 1)3

v(x)=

I

B (e" +1)2 '

wix)=1




Question VIII

Etudions d’abord le signe de f(x)=x>—2x" —x+2
f@W=0 et parle schéma de Horner on trouve: £(x) = (x D -x-2).

Tableau de signe D ssix=-loux=2 (A=9)

X -0 -1 1 2 +c0

x-1 - - 0 + +
X - 2 + 0 - -~ § =+

| - 0 %0 - o+

Ainsi, f(x)20 pourtoutxe[0;1]] et f(x)<0 pourtoutxe [12].
A= f F(x)dx— f F(x)dx

x =2x* —x+2)dx j'(x ~2x* —x+2)
1

1

=] (¥

0

[x A SN ‘_[x_“_i&iiuxf

» L4 3 2 7]

4
o
=— ua.
2

Question I'X (comprehensmn)

5 Posons :u(x) = sin(ln x) w(x) = cos(in x)
e jsm(lnx :J-I-sin(lnx)dx V=1 e *
1
4
[A sm(Inx) fcos(inx) Posons : u(x)= cos(lnx) w(x) = —sin(ln x)
X
4 2 o v =1 v(x) =x
=e?— —[x- cos(lnx)]’ . +_[ ~sin(In x)dx
i .
=e?+1-1
Pone,
27 :eij +1
T e? +1
2







