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Question 1 (4+5 =9 points)

Démontrer les théorémes suivants :
a) pour tout entier n, n>1,0na: lim £ = +0;

X=r+wm

b) pour tout réel a et tout réel b, on a : exp(a + b) = exp(a) - exp(d).

Question 2 (2+3+4 = 9 points)

Soit la fonction f définie par f(x) = ¥&=2x . Soit Cy sa représentation graphique dans un repére
orthonormé.

a) Déterminer le domaine de définition de la fonction f.

b) Etudier la dérivabilité de fen 0 et interpréter graphiquement ce résultat.

¢) Déterminer la fonction dérivée de /. Mettre le résultat sous forme de fraction irréductible.

Question 3 (4+4 = 8 points)
Résoudre dans R les (in)équations suivantes :
a) e"+1-2e7™<0. '

b) 2In2x-1)-In4 =In(5 - x)

Question 4 (4+3 = 7 points) ;
On veut fabriquer des boites de conserve cylindriques d’une contenance de 1L .

en utilisant le moins d’emballage possible. On note x le rayon de la base du

cylindre et h sa hauteur.

) . 2
a) Montrer que Iaire totale de la boite est donnée par A(x)= 27x* +=avec x> 0.
x

b) Déterminer la valeur exacte du rayon de la boite pour qu’il y ait un minimum
d’emballage. Donner une valeur approchée a 10? prés de Iaire de cet emballage minimal.
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Question 5 (5 points)

Soit C la courbe représentative de la fonction fdéfinie sur R par f(x) = (x+1)-€".
Montrer qu’il existe deux tangentes & la courbe passant par le point A(1;0).

Question 6 ((3+2+1) + (3+2) = 11 points)

Soit f1a fonction définie sur [0;+c0[ par f(x)=3—x—Inx.

1. a) Etudier les limites aux bornes du domaine et les variations de fsur ]0;+oo[.
b) En déduire que I’équation f'(x) = 0 posséde une unique solution réelle a.
¢) Etudier le signe de S (x) sur ]0;+oo[.

2. Onnote g la fonction définie sur ]O;+oo[ par g(x)= (l - ij (2 —In x).
a) Etudier les variations de la fonction g sur |0;4o].

(@-1)
b) Montrer que g(a) = ~—.
o

Question 7 (4+3 = 7 points)

Soient les intégrales 7 = I:(zx -1 Inxdxet J

=J-e(2x+1)(x—-l) Inx

X

dx.
a) Déterminer la valeur exacte de /.

b) Déterminer la valeur exacte de 7 — J . En déduire la valeur exacte de J.

Question 8 (4 points) 3
Soit f la fonction définie sur I’intervalle 1-2;2[ par f(x)= XZS x4 .
_ "

Calculer I’aire de la surface comprise entre la courbe

de /', I’axe des abscisses et les droites d’équation x = -1 1

3
et x=—.
2

Mettre le résultat sous la forme a-Inb, o a et b sont deux

nombres réels strictement positifs. 14

-2

o
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13GE/GI - Mathématiques I - Corrigé

1. Question de cours. Théorémes I1.7.a page 6 et IL.1 page 2.

(4+5 =9 pts)
Vx? -2x
D
a) Conditions d’existence: x> =2x2>0 et 2—x#0
& x-(x—-2)20et x#2
P XE ]-—oo;O]u [2;+oo[et x#2

D, =} o0;0]U 2540

2
b) Dérivabilité de fen 0: pm fX-fO) = i Vx? -2x Vx'-2x
=00 x-0 40" x(2-Xx) _Jx —2x
= lim x? —2x
= (2 - x)Wx? =2x
(=2
P (2 - X)W XZ ~2x
-1

= lim ———— =
#H07Afx? - 2x
i, !

+

2. f(x) =

=0
Donc f n’est pas dérivable en 0. C¢admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 0.

¢) Vx€]—o0;0[U]2; +oo:

(2-x)——== Sngg ~(~1Wx? -2x

L 24/x% - 2x
fl(x) = (2 oy

(2 x)—

_(2-x)(x~1)+x*-2x
(2-x)*+/x* -2x
2x x* =2+ x+x? —Zx X -2

@-0*Vxi-2x  (2-%) \/x 2% (B 2)«./x -2x

(2+3+4 =9 pts)

3.D=R
«::s(e")z+e"—2_<.0 ' On pose: X =e">0.
L’inéquation s’écrit: X2+ X -2<0 A=9 = X, =let X, =-2(arejeter)
Tableau des signes:
X 0 1 +00
X2+Xx-2l - 0 +
o X o]
e <1
& x<0

S = ]—00;0]




b) 2In(2x -1)~In4 =In(5-x)

CE. 2x—1>0et5—x>0<=x>§etx<5
D=13:5l

VxeD:2In2x-1)-In4 =In(B-x)

< In@x -1f =In[(5-x)-4]

& (2x-17 =(5-x)-4

& 4x2 -4x+1=20-4x

©4x* =19
o x=1 oy B
D o
(2]
(4+4 = 8 pts)
4.2)Ona: V=1L=1dm’ . Donc:nx* h=1h= 12 ;
rx
Alors : Vx €]0; +oo[ : A(x) = 27x? +27xh = 27x* + 27rx.-~1—.; =27 ~1—2 .
X %
b) Vx €]0; +oo[ : A'(x) = 47x -—-—?5—.
X Tableau de variation:
Vx E]O;+00[:A'(x)=0©4frx-——%-=0 x 0 Y£ 4w
. % AG | - 0 =+
4rx” -2
@—xi———=0©4nx3-2=0¢>x’=3‘;ax={/zz, A I \M[N/
Donc ’emballage est minimal si le rayon de la base du cylindre vaut x = L ~ 0,54 dm.
Ay = AL )=2m3f " +2 427 =554 dm’
(443 = Tpts)

5 fixb> (x+1)e”
VxeER: f'(x)=(x+1e" +e" =(x+2)e”
Equation de la tangente T, en un point quelconque d’abscisse a de la courbe:
y = fa)x-a)+ f(@) | |
y=(a+2)e’(x—a)+(a+1)e”
y=(a+2)e’x~(a® +2a)e’ +(a+1)e”
y=(a+2)ex+(-a*—-a+ l)e"-
ALO)eT, & 0=(a+2)e” +(-a* —a+1)e’
& 0=(-a’+3)e”
Sa=+30uag=-3

Aux points d’abscisses V3 et —/3 respectivement, la courbe admet une tangente passant par A.




6. f(X)=3"‘x—Ile D,=]0;+00[

1.a) lim f(x) = %[3:3—135) =+o0 lim f(x) = :Iim(3:5 - %;;) =0

-0 —0 -
. 1 —-x-1 ,
vieD : f'(x)=-1—-—= VxeD;:f'(x)>0 e -x-1>0 x>-1eD,
X
o
>0
Tableau des variations :
X 0 +c0
' 1 -
f ||‘+‘DD \ -00

b) fest continue et strictement décroissante sur ]0;+oo[avec 0 £(]0;+c0 D=} ooj4co].
Donc I’équation f(x) = 0 posséde une unique solution réelle ae ]O;+oo[.

¢) Tableau des signes :

x |O o +00
) | + 0 -

2. g(x) =[1 —%) (2-Inx) D, = 10;+<0[

a) Vx € D, :g’(x):(l-—l)-(-—l—] 12 -(2—lnx)
x x

x*
1 1. 2 Inx

X x2 x2 xz

~x+3-Inx _ f(x)
T g2

x? x

Donc le signe d g’(x) est celui de f(x).

Tableau des variations :

X 0 (74 +o0
g'x |l + 0 -

g(a)
g I e AN
b)f(0)=0 & 3—a-Ina=0
<oha=3-a

Alors, on obtient : g(a) = (1 - —{-J@ ~Ina)
a

=(l—-i—)(2—3+a)

___ff_':_l, —-I+a)

_ (a ---1)2

24

((3+2+1)+(3+2) = 11 points)




' 1
e ¥ . u(x)=Inx u'(x)=—
7.a) I= L (2x-1) Inx dx Intégration par parties: X

V(@) =2x-1 v(x)=x*-x

exz -X

Donc: / =[(x2 —x)lnx],e —L dx

X

= [(32 —e)lne—()]-—f (x-1)dx

__2__L2._]°
=e¢* —e—|1x"—x|

=g? ..g—[%ez —e-(';-“l)]

b)I-J =j1‘[(2x-1)—@°ﬁ);(—’-‘3ﬁ]mx dx

[ 2-.- — 2 e
=,[, 2xt —=x=2x" +2x-x+1 e
x

=J‘EL3£ e P Trsiflin )
1 x

e corlni® o foe SE
=%[1n2x]1 A
=1 =le’ -1

(4+3= 7 points)

8. 4= [ fde - [} f)de

3 13
=J‘:x2i4dx “Io x2i4dx

= 3[infxe ~4[T, ~3[infxt - 4[]

= 2(1114-—1113) -E[lnz—ln4]
2 2\ 4

=?—1n4-——3—1n21
2 2

3. 64
==In—ua,
2 21

(4 points)




