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Question I (3+/+2 = 9 poinis)
Démontrer :

a) Pour tout réel @ > 0 et tout entier relatif p. /na” = plna.
b) La fonction /n est dérivable sur J0;+co[ et Vx €]0:+o0f : (In)'(x) = L2 ;
X

g Bm BT

=]y

Question II (4+3 = 7 points)
La fenétre normande, formée d’un demi-disque au-dessus d’un rectangle, est encore un élément

architectural populaire. Considérons une fenétre normande dontle périmétre est de 300 cm.

x désigne le rayon du demi-cercle de la fenétre (en cm), avec 0 <x< 58.

1) Démontrer que I'aire d’une telle fenétre est donnée par : 4( x) = 300x — [ ‘. ; z sz .

2) Pour quelle valeur de x, I’aire de la fenétre est-elle maximale (pour laisser entrer le plus de lumiére

possible) ?

Question III (3+3 = 6 points)
Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) In(2x+3)<In(x* +3x+1)-Inx

b) e¥-1le" >-28
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Question IV (22424243 = 1] points)

1) Soit g la fonction définie sur R par g(x)=—e"—x-1.
a) Etudier le sens de variation de g et ses limites en +ooet —o
b) Montrer que 1"équation g(x) = 0 a une solution unique & dans R et donner un encadrement de «
au dixieme prés.

X

2) Soit/ la fonction définie sur R par f(x)=—

g %

et (s sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O: /. j ).
a) Déterminer les imites de fen +wet —w.

b) Démontrer que pour toutx € R. f(x)=—x+—-.

e’ +1

En déduire que C; admet une asymptote oblique o en +oo dont on donnera une équation.

c) Montrer que pour toutx € R. f'(x) = E—L’\) En déduire le tableau de variation de f.
e +1)

Question V(3+2 5+].5+1=8 points)

Soient f* et g deux fonctions définies sur]0;+oo par f(x)=/nx et g(x)= 2 Jx et soient C 7 et Cy leurs

courbes representatives dans un repére orthonormé.

a) Démontrer que les courbes Cret C, ont une tangente commune en A(e” ; 2).

b) Déterminer la primitive F de fqui s’annule en 1.

¢) Montrer que la fonction G définie sur ]0;+oo[ par G(x) = £ xvx — 2 est la primitive de g qui
s'annule en 1.

d) Calculer I’aire de la partie colorée ci-dessous.

y
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Question VI (2+2 = 4 points)

Soit ' la fonction définie sur J0:+e0f par fx )= et (', sa courbe representative dans un repére
orthonormé (O: i, ; ).

a) Soita > 0. Donner I’équation réduite de la tangente T, a C; au point d’abscisse «.

b) Démontrer qu'il existe un seul point M(a ; f(«)) tel que la tangente & Cy en M passe par ['origine.

Donner les coordonnées de ce point M.,

Question VII (2+3 = 3 points)

“Vrai“ou faux™? Justifier :

a) La courbe représentative (; de la fonction fdéfinie sur[0:2] par f(x)=xJ2x-x> admet une demi-
tangente verticale au point d’abscisse 2.

b) L équation2x’ —x+1=0 aexactement deux solutions dans'] .

Question VIII (/+2+/ = { points)

" 3
Onposefz[ A,cfxet J=[2 E

5 1+x g g
a) Calculer L.

by Calculer / + .J.

c) En déduire la valeur de J.

o

Question IX (4 points)

Calculer: [ = | sin(3x)e’ dx

[ SR

Voir verso
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Question X (2 poinis)
On donne ci-contre la courbe représentative
d’une fonction /'définie et continue sur {13 37,

Soit F'la fonction définie sur [-3 :7]

par Ffx)= JA./'(I It .

il

Justifier pourquoi les courbes A et B ne peuvent pas représenter F.

Courbe A

Courbe B
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Corrigé — Mathématiques I — Session 2015

Question I
Voir recueil officiel: théorémes I11.4 page § , 111.6 page 8 et ITL.7 page 10.

Question II
a) x estle rayon du demi-disque (en cm) et 2x est la largeur du rectangle (en cm).
Soit y la longueur du rectangle (en cm).

x e 0;58]

A Jenéwre = Ar'ﬂrrang.'u +4 demi-disque

‘Pfenéfr,_: = 2}1‘ +2x+mx K’\
< 300=2y+2x+mx .

30 —Jxr—nmx =2y
<:>150—x—%x:y
Ainsi,

]
X

A(x)=2x-y+

=2x-(150-—xv3x]+ﬁx2 x
e

:300x—[2+i’fjx2
2

=300x—(4+an2
2
d+m

b) Soit 4 la fonction définie sur ]0;58[ par A(x)= 300x—[-ﬁ2—Jx2.

Pour tout x & ]0;58][ .

4+7

A'(x)= 300—236(7}
=300~x(4+n)
Ax)=0& 300—x(4+n)=0
< 300 =x(4+m)
ox= (z242)

447

Tableau des variations

clo 2 58
4+7

At il + 0 =

A = ma e 0 )

L’aire de la fenétre est maximale lorsque

= s

0 300 7 300 300 S %

x= cm et y=150- — = cm |. 55 z
'if

. 4+ 2 d+m 4d+rm




Question II1
a) Conditions d’existence :
2x43>0 et x*+3x+1>0 et x>0

3 = ] et
@x>w; et xe |—owo; 5 & 40| et x>0

£)

&

D=]0;+oo[
Vxe |0:+[ . In(2x+3) <In(x* +3x+1)-Inx
< n(2x+3)+Inx <In(x* +3x+1)
< In(2x* +3x) <In(x* +3x+1)
&2 #3x < x? +3x 41
ox’-1<0
e xe[-11 S =10;1]
b) Vxel, e* -1le* >-28

Posons r =" . On obtient alors,
e e

Sr-111+42820 (A=9 t,=4,1,=17)
C>Ie]—oo;4]u[7;+oo[
Ainsi, il faut que
e’ <4 ou e 27

o x<lnd ou x=Inl
S = ]—oo,'t'n 4]u[ln 76 +oo[

Question IV

1)a) lim g(x)= lim (—g:— x —1J=~oo et lim g(x)= lim (——Eim X —1)=+oo

—3H5 —3HO -0 S

Pourtoutx € R,
g'x)=—e"-1 =—(e" +1) <0 vxeR
Tableau de variation de g

X —0 —+c0
g’ =
g +c0 \3

b) g est continue et strictement décroissante sur R et I'image de R par g est R.
Comme 0 € R, I"équation g(x) = 0 a exactement une solution o dans R.
g2(-1,3)=0,027>0et g(-1,2) = -0,1 <0

Donc -1,3 <a< -1,2,




2) a)

lim /(x)= lim ;\:-T

Vo pott X3
—0
= lim — ¥
e e : . —Xxe
=y lim f(x)= lim —
= S =-m gt 4]
= hm — -1
.\—>+.n(l+c ‘}
o =t
=—c0
X —-xe' —x+x ~xe
b) VxeR —x+—=—+ =——2=f(x)
¢ +1 e +1 e’ +1

La droite d d’équation y = -x est A.O. & Cren +oo.

lim (/(x)~(-x)) = lim [—x++"~ +x]

e’ +1
. X
= lim
x4 o +1
n X
= lim —- .
X340 g" I + ef'\
Tt
=0 —|
=0

Donc C; admet une asymptote oblique d en +o0 d’équation y = - x.

c)

(w—e'r —xe" )-(e*' +1

___(_xe.x').e.t
2

vrel fi(x)=

(e" +1)

2 2 )y
~e™* ~g" —xe™* —xe* + xe*”

(e‘ + I)2

Le signe de /* est celui de g.




Tableau des signes de g
x | - o +on

2 | R

Tableau des variations de f

X —0 o +00
e e R R
y : e fla)
max —a0
Aa)=0.28.
Question V

a) Cy et C, ont une tangente commune au point d’abscisse e’ ssi

flE)=g'€’) et f(e')=g(e)

Pour tout x €]0;+eof, /'(x) =1 et g'(x)=;-+

22

fleH)=% et g(el)zﬁ-i’?:ﬁ et f(e®)=In(e’)=2 et g(e®)=2ve’ =2.e=2

Comme f'(e’)=g'(e’) et f(e’)=g(e’), Cs et Cyont une tangente commune au point A(e2).

~ ]

b) F(x)= jilnt dt Posons : u(t) = Int w(t) =

vi(t) =1 v(t) =t

Donc F(x)=[In1f‘t]']'—]%-tdt:xlnx—[t]f =xInx-x+1,avec c € R.
1

¢) Vx€l0;+o[: G'(x) = = (VA +x-5) = = (VE+3VE) = 2%
e
3¢ 3e

et G(1) = — —

e

d) Pourtoutxe[l;ez], g(x)= f(x),donc

A=)~ f(®)]dx =[Gx) - F@)]

=G(e*)- F()-(G() - F(1))
=4¢? -ewg‘{:—(Zez —¢’ +1)
B de’ —4-3¢° -3¢
Z 3e
e’ —3e~4
3e
=0,973 ua




Question VI

it - &
a) Pour tout x €]0;+on, f'(x) =< - (11_}- i) = h}x.
X5 X

T,:y=f (a)x—a)+ f(a)

g i l+Ina

V= 2
o
=g slng  1+hng

= 3
a’ a a
—Ina 1+2Ina
= o

Y

o )

B) OG0.0) ot o b= mncey, L #2006

a’ a
@0=2lna+1
a
1
Sha=——
2
_I
Sag=e?
1
Sg=—

Ve

Il existe un seul point M(a ; f{a)) tel que la tangente & Cr en M passe par I’origine. C’est le point
d’abscisse —-.

2 o)

I
B | —

g;:_@M[L.ﬁJ

uestion VII

S iR
x—2" S
. x\2x—x?
= lim ——
X327 X — 2
Lk x(2x ~x7)
=2 (x—2)2x - x°
B =Xi(x—-2)
el s 2)\/23«: —x*
—4
__;? Donc f n’est pas dérivable en 2 et Cyadmet une demi-
= lim ——— tangente verticale au point d’abscisse x = 2. Vrai.
=2 2x~x°
—=0
= =00

) E AR SY
O 1y




b) Soit f'1a fonction définie sur R par f(x)=2x" —x+1
Pour tout xef® : /'(x)=8x"-1
Pourtout xeff, : f'(x)=08x -1=0= x* = el
De plus {” est strictement croissante sur R.
Tableau des variations

39
I 'x) =
! s

-0 +oo

S|~

oo | i

f@) =2t -t4+1=2

16 3
Vxell, f{x) =3, donc I’équation f(x) =0 n’a aucune solution dans R. Faux.

Question IX
|
i
Aeri= dx
) ;‘;1+x2
] |
=| —In(1+x
[2 o x)l
In2
=— 1
> (1)
Bl o
I+J= dx + dx
!l-&-xz ;f]«kxz

3
x7+ X -
I+x° I+x

1+x*
x(1+x2)
& 1+ x?
=jxdx
0
= D
sl
Ay
e e k)
2 0]
I In2 1—-mIn2
d 2): J=" o
(1) dans (2) 55 :




Question X

it

3
il =Jsin(3x Je* dx
0

Ainsi,

ks
= [sirz(?:x)-cf"]g =

Jcos(3x)-e" dx

2 Emg 4 M

=

3
=—3jcos(3x)-e“' dx
0

Donc :

T

3
I=-3[cos(3x) ¢ d
0

Posons : u{x) = sin(3x)

Vix)=¢"

Posons : u(x) = cos(3x)

Vix) =€
% 3
=-3 [cos(Bx}e“‘}S —J.(»3 sirz(Bx}-e") dx
0
A
o
=-3| —e* —1+3[sin(3x)-¢" dr
0
=3¢ +3-9J
D’od, [=3e' +3-9/ 10/ =33 +3 = I=2ed +3
Question XI
Tableau des variations de F
X -3 0 T
F'(x)=fx) e e ol =
F TEE B By

La courbe B ne convient pas car F est croissante sur [0 ; 4].

0
Fr0)= J f(t)dt =0 donc la courbe A ne convient pas.
0

u'(x) = 3cos(3x)

v(x) ="

u’(x) = -3sin(3x)

v(ix)=¢e"




